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EXERCICE 1

Dans tout 'exercice, on notera Ms(R) I’ensemble des matrices carrées d’ordre 3 et I la matrice identité
d’ordre 3. On considere la matrice A définie par :

0
A= -1
-3

W N =

2
2
1
L’objectif de cet exercice est de déterminer I'ensemble des matrices M de M3(R) telles que M? = A.

Partie A : Etude de la matrice A
1. Calculer les matrices (A — I)? et (A —I)3.

2. En déduire 'ensemble des valeurs propres de A.

3. La matrice A est-elle inversible 7 Est-elle diagonalisable 7

Partie B : Recherche d’une solution particuliere

On note pour tout x €] — 1, 1], p(x) = V1 + x.
4. Justifier que la fonction ¢ est de classe C? sur | — 1, 1], et déterminer les valeurs de ¢’(0) et ¢”(0).

5. En utilisant la formule de Taylor-Young pour ¢ en 0 a l'ordre 2, déterminer un réel o non nul tel
que :

1
V1idz =1+ -z +ar?+2%(r) avec lime(x) =0.

2 x—0

1
6. On note P(x) = 1+§x—|—a$2 la fonction polynomiale de degré 2 ainsi obtenue. Développer (P(z))>.

7. Soit C' = A — I. En utilisant les résultats de la question 1, vérifier que (P(C))* = A.
Expliciter alors une matrice M telle que M? = A.
Partie C : Résolution complete de 1’équation

On munit 'espace vectoriel R? de sa base canonique B = (ey, ey, e3).
Soit f I’endomorphisme de R? dont la matrice représentative dans la base B est la matrice A.

110
Dans cette partie, on pose : T'=1 0 1 1
0 01
w=(1,0,1),
8. Soient u, v et w les vecteurs définis par : ¢ v = f(w) — w,
u= f(v) —wv

a) Calculer les vecteurs v et w.

(a)
(b)
()

)

(d) En déduire qu'il existe une matrice P € M3(R) inversible telle que T'= P71 AP.

Démontrer que la famille B’ = (u, v, w) est une base de R3.

Déterminer la matrice représentative de f dans la base B'.



ECRICOME

9. Soit N € Ms(R).
(a) Montrer que si N> =T, alors NT = T'N. En déduire alors que N est de la forme :

N =

o O R
o o
SIS oY

ol a, b et ¢ sont trois réels.

(b) Démontrer alors que I’équation matricielle N2 = T admet exactement deux solutions : N; et Ny.

10. Montrer que I'équation matricielle M? = A d’inconnue M € M3(R) admet exactement deux
solutions que 'on écrira en fonction de P, P~', N, et Ns.

11. L’ensemble E des matrices M appartenant & M3(R) telles que M? = A est-il un espace vectoriel ?

EXERCICE 2

Dans tout l'exercice, a est un réel strictement positif.

Partie A
On consideére la fonction ¢ définie sur R*™* par : Va > 0, p(x) = In (x) — ax?®
1. Déterminer li t i .
éterminer lim o(z) e Jm ()
2. Etudier les variations de la fonction ¢ et dresser son tableau de variations.

1 2a
On fera apparaitre dans ce tableau le réel xy = (2—2) .
a

1
3. Démontrer que si a < 4/ — 9 , équation ¢(x) = 0 admet exactement deux solutions z; et 2,

vérifiant : 2 < 2o < 29.

Quebepabbe—tllbla—w 7SICL>\/

Partie B
Soit f la fonction définie sur 'ouvert U = (R™)? par :
V(z,y) €U, f(z,y) = In(z)In(y) — (zy)".

4. Justifier que f est de classe C? sur U.
5. Calculer les dérivées partielles premieres de f.
6. Démontrer que pour tout (z,y) € U :

r=1Y,

x,1y) est un point critique de f <=
(z,9) p q / { o(z) = 0.

/1
7. Démontrer que si a < % la fonction f admet exactement deux points critiques : (21, 21) et
e

(29, 22), ol 21 et z3 sont les réels définis dans la partie A.

/1 /1
Déterminer aussi les éventuels points critiques de f dans les cas ou a = % et a > %"
e e
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Partie C

1
Dans cette partie, on suppose que a < %" On rappelle alors que la fonction f admet exactement
e

deux points critiques : (21, 21) et (22, 22), OU 21 et 2o sont les réels définis dans la partie A.
8. Calculer les dérivées partielles d’ordre 2 de la fonction f.

9. Calculer la matrice hessienne de f au point (z1, 21). Vérifier que cette matrice peut s’écrire sous
la forme :

1
, _a2212a72 ? _ GQZ%G_Q
V() (z,2) = | 4 Y ons
— —a’z{*” —a?z{"

<1

10. On pose M = V2(f)(z1,21), X1 = ( 1 ) et Xy = ( _11 )
Calculer M X, et M X5, et en déduire les valeurs propres de M.

11. La fonction f présente-t-elle un extremum local en (21, 27)?
Si oui, est-ce un minimum ? Un maximum ?

12. La fonction f présente-t-elle un extremum local en (2, 29) ?
Si oui, est-ce un minimum 7 Un maximum ?

EXERCICE 3

Soit n un entier naturel non nul.

On effectue une série illimitée de tirages d’une boule avec remise dans une urne contenant n boules
numérotées de 1 a n. Pour tout entier naturel & non nul, on note X la variable aléatoire égale au
numéro de la boule obtenue au k-ieme tirage.

Pour tout entier naturel £ non nul, on note S, la somme des numéros des boules obtenues lors des &

premiers tirages :
k
i=1

On considere enfin la variable aléatoire ﬂ égale au nombre de tirages nécessaires pour que our la
)
premie\ re fOiS, la somme des numéros des boules obtenues soit supérieure ou égale an.

Exemple : avec n=10, si les numéros obtenus aux cinq premiers tirages sont dans cet ordre 2,4,1,5,9,
alors on obtient : S1 =2, Sy =6, S3 =17, Sy =12, S5 = 21 et Ty = 4.

Partie A

1. Pour k € N*, déterminer la loi de X} ainsi que son espérance.

2.(a) Déterminer 7,,(2).
(b) Calculer P(T,, = 1).
(¢) Montrer que :

i =m= (1)

3. Dans cette question, n = 2. Déterminer la loi de 1.

16
4. Dans cette question, n = 3. Donner la loi de T3. Vérifier que E(T3) = 3
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Partie B

5. Déterminer Si(£2) pour tout k € N*.
6. Soit k € [1,n —1] .
(a) Exprimer Sy, en fonction de Sy et de Xy .

(b) En utilisant un systéeme complet d’événements lié a la variable aléatoire Sy, démontrer alors

que :
i—1

. L1 ‘
Vi€ lk+1n], P(Sgn =i) =~ > PS8k = j).
j=k

— 1
7.(a) Pour k € N* et j € N* rappeler la formule du triangle de Pascal liant les nombres : (] ),

() ()

(b) En déduire que pour tout k € N* et pour tout entier naturel ¢ supérieur ou égal a k + 1 :

iij—l_i—l

—~ \k-1) \ k )
j=k

(c) Pour tout entier k € [1,n], on note Hy, la proposition :

«Vie[kn], P(S,=i)— ;(;:D >

Démontrer par récurrence que pour tout entier k € [[1, n]], H;. est vraie.
8.(a) Soit k € [1,n — 1]. Comparer les événements : [T, > k] et [S, < n —1].

1 —1
(b) En déduire que : Vk € [0,n — 1], P(T, > k) = _k(nk )
n

n—1 n—1

1

9. Démontrer que E(T, E P(T, > k), puis que E(T},) = (1 + —) .
n
k=0

10. Calculer lim FE(T,).

n—-+0o

Partie C

Dans cette partie, on fait varier 'entier n et on étudie la convergence en loi de la suite de variables (7}, )5>1
obtenue.

k—1
11. Soit Y une variable aléatoire a valeurs dans N* telle que : Vk € N*, P(Y =k) = o
+oo
(a) Vérifier par le calcul que Z P(Y=Fk)=1.
k=1

(b) Montrer que Y admet une espérance et calculer cette espérance.

12. Pour tout entier naturel £ non nul, démontrer que :

lim P(T, > k) = —

n——+oo |
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Démontrer alors que (7),),>1 converge en loi vers la variable aléatoire Y.

On rappelle qu’en langage Scilab, I'instruction grand(1,1,’uin’,1,n) renvoie un entier aléatoire
de [1, n]. Compléter la fonction ci-dessous, qui prend en argument le nombre n de boules contenues
dans 'urne, afin qu’elle simule la variable aléatoire 17, :

function y=T(n)

Y e e
tirage = grand (1,1, ,1,n)
S=S+tirage
Y=o

end

endfunction

On suppose déclarée la fonction précédente et on écrit le script ci-dessous :

function y=freqT (n)
y=zeros (1,n)
1=1:100000
k=T (n)
y(k)=y(k)+1
end
y=y/100000
endfunction

function y=loitheoY(n)
y=zeros (1,n)
k=1:n
y(k)=(k-1)/prod(1:k)
end
endfunction

clf

n=input ( )
plot2d(loitheoY (6) ,style=-2)
x=freqT (n)

bar(x(1:5))

L’exécution de ce script pour les valeurs de n indiquées a permis d’obtenir les graphes ci-dessous :




ECRICOME

L’exécution de ce script pour les valeurs de n indiquées a permis d’obtenir les graphes ci-dessous :

6e-01 - 6e-01 —
n=5 ] n=10
4e-01 - 4e-01
X X
2e-01 - 2e-01 -
i l | X i j, X

0e00 ! i 1 >,< S 0e00 ! ! ! >,< S

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
6e-01 — 6e-01

n=20 | n=50
4e-01 - 4e-01
X
2e-01 2e-01
X

0600 2 , ! X s 0600 % | ! X s

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
6e-01 — 6e-01

n=100 n=1000

4e-01 4e-01
2e-01 - 2e-01
0e00 N ! T >,‘ S 0e00 : ! T >,‘ S

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5

(a) Expliquer ce que représentent les vecteurs renvoyés par les fonctions freqT et loitheoY. Com-
ment ces vecteurs sont-ils représentés graphiquement dans chaque graphique obtenu ?

(b) Expliquer en quoi cette succession de graphiques permet d’illustrer le résultat de la question 13.
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ESPRIT DE L’EPREUVE

Vérifier chez les candidats I'existence des bases nécessaires pour des études supérieures

de management.

Apprécier I'aptitude a lire et comprendre un énoncé, choisir un outil adapté et I'appliquer

(théoréme)

Apprécier le bon sens des candidats et la rigueur du raisonnement.

B SUJET

Trois exercices indépendants portant sur les trois domaines du programme.

B EVALUATION

Exercices de valeur sensiblement égale.

B EPREUVE

Aucun document et instrument de calcul n’est autorisé,

Les candidats sont invités a soigner la présentation de leur copie, a mettre en évidence
les principaux résultats, a respecter les notations de I'énoncé, et a donner des

démonstrations complétes (mais breves) de leurs affirmations.
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EXERCICE 1

Partie A : Etude de la matrice A

—6 6 0
L{A-I2=] -6 6 0 |et{d-I)P*=0.
o 00
2, Soit P(X) = (X — 1)%. D'aprés ce qui précade, P est un polynéme anmulateur de A, done le spectre de
A est inclus dans Pensemble desz racines de P. Or, 1 est la seule racine de P, done 1 est Punigue valeur
propre possible de A,
De plus, la matrice A — I n'est pas inversible (=i elle 'était, en composant trois fois égalité : (A—T)* =0
par (A — I)7%, on obtiendrait I3 = 0, co qui est absurde), done 1 est bien valeur propre de A.
Ainzi 1 est Punique valeur propre de A.

3. 0 n'est pas valeur propre de 4, done A est inversible.

Supposons que A soit diagonalisable. Alors il existe une matrice P inversible et une matrice [ diaponale
telles que 4 = PP, Maiz 1 est 'unique valeur propre de A, done D =Ty et A = PI; P =I5, ce
qui est manifestement faux., Done 4 n'est pas diagonalisable,

Partie B : Recherche d'une solution particuliére

4, La fonction f:x— 1+ x est de classe % sur | — 1,1] & valeurs dans Bt* et la fonction gz — /T est
de classe (2 sur |0, +0o], done par composition, o est de classe C% sur | — 1, 1]

1 . 1 ) 1
— ot ) = —— —— I A0 = — et @"0) = —=.
2 1+1‘El’;ll::'[|’I 441+ z)3 one ¢ EEV{'} 4

5. On obtient alors, d’aprés la formule de Taylor-Young :

vrel-11], @)=

1 1
xf1+I:1+EI—§I?+IEE[I:I avec ]li_l}TLEI:IZI:D

1 1 7 1 1
= 132 — e 2} — e R
6. VreR, (Plx)) _|:1+2I El‘} =14t =T +ﬁ41’

=1

. DVaprés la question 1, C* = 0 et a fortior 1 O = 0, done il reste : (PO =T+ C = A,
On a bien : (P(C))* = A. Il reste alors & poser : M = P(C) =I5+ %C‘ - %C‘E et on obtient :

54 -—-1/4 1
M= 1/4 ETE S|
-3/2 3/2 1
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Partie C : Résolution compléte de 'éguation

8 (a) v=1{1,1,—-3) et u= (—6,—6,0).
(b)) Soient a, b et ¢ trois réels tels que : au + bv 4 cw = 0.

—Ga+bh+ec=0 —Ga+b+ec=0
Onaalos: ¢ —6Ga+b=0 e —c=10 sa=b=ec=0
{ ~3b4e=0 il { ~3b4c=0
Ainsi, la famille B est une famille libre & trois éléments de B3, Et B? est de dimension 3, done B est
une base de B3,

{c) Par caleul {ou en remarquant que « € Fqo(A) si celui-ci a été déterming), on obtient : flu) = u.
Et u = f(v) — v, done f{v) = u+v. Enfin, v = flw) —w, done flw) =v+w.
Ainsi,
1 1 0
Matg(f) = 011 =T1
0o o1
(d) Soit P la matrice de passage de la base B A la base B'. On sait que Matg(f) = A et que Matg(f) =T,

done d'aprés la formule de changement de base : |T = P-14P

a b ¢
0. (a) Si NE®=T, alors NT = NN® =N* = N3N = TN. Posonz alorz : N = ( d e f )
g h

a=ia+d
at+bh=b+e
a b e 110 110\ fabec Zt‘:d:”f
NT=TNe| d e f o1 1)1=0o011 d e [ |ed d;gfih
il o o1 o o1 h -
g i g i et fofii
d:g:h:ﬂ a b e izg__
S i a=e=1i .Done Nestdelaforme: N =1 0 a b V=1
LN 0 0 a
a® 2ab Zarc+ B 1 10 at=1
(b) On résout alors : N2 =T« | 0 a® 2ab =]l 011 |&ed 2bh=1
00 a* Dol Zac+ b5 =0

a=1 a=-1
a{b:l,fz Du{b:—l;’ﬂ.
c=—-1/8 c=1/8 1 1/2 —1/8
Ainsi, Péquation : N =T a deux solutions : Ny = ( 01 1/2 ) et Na = —\
oo 1

10. Soit M une matrice. On a alors :

PIMP =N, M = PN, P!

o

MzA=P'M*P=P'AP+—= (P IMPP: =T = { ou ou
PIMP = Na M= PJ"lu'_gP_l

M? = A admet exactement deux solutions distinctes : My = PN P! et Ma = PN, P!
Cea solutions sont connues expliciternent grace an résultat de la partie B.

11. L'espace F ne peut pas étre un esp.vectoriel puisque la matrice nulle n’appartient pas a F.
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EXERCICE 2
Partie A
L. |11'>I'Il:| (T} = —oo (Il n'y a pas de forme indéterminée)

plz) = Ihfliz_ﬁ —a), done puisque a = 0, Ilim plr) = —oo.

. 1 1 — 2q%rta
2. yp est dérivable sur R, et : ¥x > 0, /(1) = < 2gr?e ! = —_—

1/%a
Onrésout - @'(z) 20 1 -2 208 1 (%) / . Ainsi, en posant :
1/2a

Ty = (%) : 4 est croissante sur |0, g) et décroissante sur [Tq, +ool.

z
Enfin, on pose M = ({rg) = —w, et on obtient le tableau de variations :

a

T 0 To +o0

M
fiz) A y
—oa -0

1
3 Sia= ”IE’ alors 2a® < ¢!, done In(2a%) + 1 < Dot M = 0.

i est continue et strictement croissante sur |0, ro| (car ' < 0 sur |0, ro[), done ¢ réalise une bijection de
|0, 0] sur | — eo, M]. Et M = 0, donc il existe un unigue réel 21 €]0, o] tel que @(z) = 0.

De méme, on montre qu’il existe un uniqgue réel 2o = rg tel que p{z) = 0.
Finalement, I’équation : (z) = 0 admet exactement deux solutions z; et 2., vérifiant : 2y < rg < 22
' 1 . . . i
Sia= 2" alors M =0, et 'éguation (x) = 0 admet T comme unique solution.
1 . . .
Siax= ”IE’ alors M < 0 et Péquation w{z) = 0 n'a pas de solution.
Partie B

4. f est ici une somme de produits de fonctions de classe C2 sur (R4)?, donc est de classe C7 sur (R4 )2

ifizu) = @ —ay®ro!

I

 ¥(z.y) € (R,

B f)(.) = T2 — azty
6. ¥r,y)el,
@) _ gyepat —g
e . In(y) = a(zy)® Iniz) = In{y) T=1 r=1y
@ —ary* =0 { In(x) = alzy)® = { Iniz) = alzy)® = { In{z) = azx® { p(z)=0

u
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1
7. Sia-c:”'E,-p{I}:Dﬁr:zl ol T = 2.

Done f admet execatement deux points critiques : (z;,2)) et {2z, 22).
1
Sia= 1;'5, f admet un unique point eritique : (o, To).

1 . ) . . .
Sia o 1;'5, I'équation : ¢(r) = 0 n'a pas de solution, done f n’admet aveun point critique.

Partie C 81 (f)(z.y) = —% —afa _ll}yul.ui—z
B W(r.y)el, ﬁi?{f}'(-":ﬂ = aiﬂf}[lﬁ y) = :r_y — E(Iy}"'l
Baf)(x.) =~ — ala - )2y

9. Au point eritique (2, 2) :

—z

Inz
.

- ﬁf:ll:f}ll:fl,flj - =2 _u{ﬂ— 1)!?3":

1
Et on se rappelle que () = 0, donc In (z;) = a={®, et ainsi :
B4 (1) = —asfe? ~afa— 1) ? = —atel,
o Le caleul de &2 ,(f)(2;,2;) est identique.
5 ' 1 o 1 _
o Gia(f)(2.m) = 8, (f)(nn) = 5 - (2])* ' = 5 —a®2"?
% 1
On obtient ainsi la matrice hessienne demandée.
1 . 1 1
10. On observe que MX1 = {ﬁ - Zmzﬁ""j}h et MXz = —3}{;, avec X1 # 0 et X2 # 0, done =
<1 o <1
1
24:3:?“‘3,—3 sont bien des valeurs propres de M, et (X1, Xz) est une base de Az1(R), il ne peut pas

) 1
v avoir d'antres valeurs propres, donc :

1 P |

Sp{M]I = {E - 2&‘1'!’1 :—E}

1 .

11. « [Vume part, la valeur propre 1~ est strictement négative.
<1
, 1 2 maes 11— 207z - 1 )
» D'autre-part, — — 22°2"° = — Or, 2y < xp, done 22 < E,J:@nﬂu.l prouve que la valeur
.

=i
i

1
propre : — — E‘a?zf“'z st strictement positive.
».
A
Ainzi, la matrice Hessienne admet deux valeurs propres non-nulles et de signes opposés, done [ n'admet

pas d'extremum local en (=, ).
1 P
12. = La valeur propre =7 est strictement négative,

=3
. 1 . . N
s Bt 23 = 7, done ici la valeur propre : — — '.Zu,zzg" ? pat strictement négative.
>
Iz
Done f admet en (23, 2s) un extremum local, et cet extremum est un maximum.
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EXERCICE 3
Partie A

1. Pour tont & £ B*, on effectue une tirage d'une boule dans une urne contenant n boules numérotées de 1
. . S n+1
A n. Donc Xi suit la loi uniforme sur [1,n] et E{Xy) = -

2.(a) = Au minimum, il faut un tirage pour obtenir une somme supérieure ou égale 4 n. ((Mest le cas ol
la premiére boule tirée porte le numéro n).

= Au maximum, la somme atteind ou dépasse n au n—ime tirage. (C'est le cas oil les n— 1 premiéres
houles tiréez portent le numéro 1).

Ainsi, Ta(2) = [L.7]
(b) P(Ty=1) = P(X; =n) = %

{c) L'événement (T, = n) est réalisé si ot seulement si les m — 1 premidres boules tirées portent le
numéro 1. Ainsi :

=1

Les tirages s'effectuant avec remize, les variables aléatoires X sont mutuellement indépendantes.
Done :
n—1

P(Ta =n) = I[ P == (=)
=1

3. T5(92) = {1,2}, et appliquant les résultats des questions précédentes, on obtient directement le tableau
suivant :

k 1 2
PR [ 1212
4. T3(92) = {1,2,3}, et appliquant les résultats des questions précédentes, on obtient directement les résul-

tats suivants 1 L2 |
P{'Tazl]:iet. PE‘TS:S]:(E} :E. 1
Et enfin, P“(]"a — 2) =1- P{T3 — 1:I — P{T3 — 3] =-1—-=—

[}
E=1
=1 g

On obtient ainsi le tablean ;

3 1 | 2 | a
PTs=Fk) | 1/3]5/9]1/0
1 3+10+3 16

_ 1 5
E[Tg]_1x3+2xg+3xg_ 9 7"
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Partie B

5. = La plus petite valeur possible que pent prendre 5, correspond an cas ol les b premiers tirages donnent
la boule numéro 1. Dans ce cas, 5 = k.
» La pluz grande valeur possible gque peut prendre Sp correspond au cas ol les & premiers tirages
donnent la boule numéro n. Dans ce cas, Sp = kn.
# 5 peut prendre toutes les valeurs entiéres intermédiaires (On peut le démontrer par récurrence sur
k, mais cette démonstration ne sera pas exigée des candidats).
Done Sg(0) = [k, nk].
k+1
6. (a) Sgq1 = Z}f; =8+ Xk
i=1
ib) {is = jj}_felk:ﬂ-’rl est un systéme complet d'événements, done d'aprés la formule des probahilités
totales, pour tout i € [k + 1,n],

nk nk
P(Spq =1) = ZP{SJ:—J (Sks1=1)) = 3 P((Sk = )N Xk1 = i—3)) = ¥ P(Sk = §)P(Xia1 = i—1)
i=k =k

1
Zsjelki-1
- jelk, ],

(car les variables aléatoires S et X, sont indépendantes.) Or, P(Xp =i—j) = {
0 sinon

done :

i—1

Vielk+1,n], P(Sgq=1)=- ZP(SE_:}

fgenr
7.(a) W(k,j) € (N*)2, (i) - (}:111) N (j ; 1)

(b) Soit k £ M* fixé. Pour tout entier naturel i supérieur ou égal & k + 1, on a en reconnaissant une
somme télescopique

56D -E10)-C- (- ()= (3

i—1 . -
VEeN', Wizk+l, Z(i:i)=("*;1)

ik

) _ 1 14i-1
() = Vie[Ln], Pu:sl-;:u_pl;x._t;._;_;( ; )
donc la propriété H; est vraie.
= Soit k€ [1,n— 1] tel que M soit vraie.
1—1
Vie[k+1Ln), P(Sg=i)= ZP

Et pour tout entier § & [k, — 1], cmnnussue[k n], done :

i—1 .
) 1 1/i-1 i—1 1 i—1
o570 - (20 ()
=
oo qui dtablit Hypq.

1 yi—1
e Conclusion : ¥k e [1,n], ¥ie[kn], P{S=1i)= ;'F(:c B 1)
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8. (a) Soit k£ [1.n — 1. L'événement (Tn = k) est réalisé si ot seulement s il a fallu strictement plus de k
tirages pour que la somme des ouméros obtems atteigne ou dépasse n, c'est & dire si et seulement si
a l'issue des k premiers tirages, la somme des numéros obtenus est strictement plus petite que n, si
et seulement si 'événenement (Sg £ n — 1) est réalizé.
Ainsi, [(Tn > k) = (S < n— 1)

n—1 n—1
_ 1 i-1 1 /n—-1
(b) Vke[oon—1], P(Tn=k)=PSi<n ?_kp “_E.E=:c( ) EE( L )
_ 1 /n-1
vk € [0.n — 1], P[T.,::-f:}:EE( .
9.

T}_ZkP{Tﬂ_k =Z“:k P(T, > k—1)— P(T, > k))
k=1 k=1

= ikP{Tﬂ =k—-1)- ZkP[’Tu = k)
k=1

k=1
n—1 n
=S (k+ 1)P(T, > k)= Y _kP(T, > k)
E=0 k=1
n—1

=% P(T, > k) + 0P(T, > 0) —nP(T, > n)
=

n—1

=N P(Tn=k)
E=n
[one en poursuivant le caleul -
_ =1 /n-1 1yt
E[m:ém( . ) - (”E)
10 B(T,) = exp (n— 1)l (1 + %}) = exp ((n 1)(% + 0[1_111) — exp(1 + o(1)).

[Drone
lim E(T,)=

n—F+ oo

ANNALES DU CONCOURS ECRICOME PREPA 2017 : EPREUVE MATHEMATIQUES OPTION ECONOMIQUE - PAGE 8

Les sujets et corrigés publiés ici sont la propriété exclusive d’ECRICOME. Ils ne peuvent étre reproduits a des
fins commerciales sans un accord préalable d’ECRICOME.



CONCOURS

ECRCOME
PREPA

Partie C
X Al 1
11. (a) ¥N = B*, ZP[? =k) =Z —1]' ZH:l—ml
k=1 k=1 E=1
+oo
Donc »  P(Y = k) = fm_1 —m=
k=1
(b)Y admet une espérance si et seulement ZkP{Y = k) converge absolument. Le terme général de la
k1

sorie étant positif, il suffit d'étudier la convergence simple.

_ N N L—l] u
VN 22, ZkPi’:k Z Zk 2~ Zu

On reccrnnzut. h la somme pm't.lelle d'une ::ene usuelle u:rnvergernt,e done Y admet une espérance, et

ona:EY)=e
12, Soit k& un entier naturel non nul. Pour tout entier n supérieur & k& :
. L lm-=-1y 1 n—131 1 {n-1)n-2).
P':T"}“‘EE( k )‘n*k!(n—l—k}!‘E nF er( )
Ainsi,

Jim P(T, > k) = g
13. Soit k un entier naturel non nul. Alors :Ynz k, PT, =k =P(T, = k—-1)- P(T, = k), donc :

n@;ﬂn:mzﬁém—%:ﬂY:ﬂ

La suite {T},)pz converge done en loi vers la variable aléatoire .
14.

function y=T(m)
=0 \\ dinitialisation de la somme & O
y=0 %\ dinitialisation du nombre de tirages a 0
while 3<n
tirage=grand(i,1,'uin*,1,n)
S=3+tirage
y=y+1
and

15.(a) e la fonction freqT effectue 100000 simulation de la variable aléatoire Ty et renvole un vecteur qui
représante les fréquences des résultats ohserves,
Plus précisément, pour tout & € [1,n], le k-éme coefficient de ce vecteur représente la fréquence
des cas oil Ty a pris la valeur k. Ce vecteur est représenté graphiquement par le diagramme &
baton.

# La fonction loitheo¥(n) renvoie un vecteur de taille n, tel que pour tout k € [1,n], le k-éme

coefficient donne la valeur de P(Y = k). Les valeurs de ce vecteur sont représntés sur le graphique
par les croix.

i(b) On observe que plus la valeur de n est grande, plus les fréquences observées se rapprochent des
probahilités de la loi de Y. Ceci illustre le fait que (T )nz converge en loi vers la variable aléatoire Y.
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RAPPORT D’EPREUVE

Commentaires généraux

Rappelons quelques faits importants ;

o Une lecture préalable et attentive du sujet est nécessaire afin d’en comprendre la problématique et de
hiérarchiser les difficultés. Elle permet alors au candidat H’aborder le sujet par les exercices (et /ou les
questions) qui Iui sont les plus accessibles.

o Une copie soignée est appréciee.

s Une bonne connaissance des notions et résultats fondamentaux duo cours est un prérequis indispensable
i la résolution correcte de nombrenses questions d'un sujet de mathématiques.

o Une rédaction correcte comportant des justifications convenables ainsi que la vérification, ou au minimum
le rappel, des hvpothéses nécessaires 4 I'application d'un théoreme utilizé forment une part extrémement
importante de la note attribuée i toute question.

e Veérifier la vraisemblance et la cohérence des résultats obtenus par rapport aux résultats proposés,

o L'aménagement des calculs et des raisonnements afin d’obtenir impérativement les résultats proposds est
fortement sanctionné.

Rappelonz que les questions informatiques sont asser largement valorisées au sein du baréme de 'épreuve
et que, pros des deux tiers des candidatz v répondent de facon suffisamment zatisfaisante.

Avec une moyenne de 10,99 et un écart-type de 5,75, cette épreuve a permis une sélection tout a fait
zatisfaizante des candidats.

Commentaires particuliers

Exercice 1

Cot exercice d'algébre proposait ici la recherche de racines carrées 4 une matrice carrée réelle d’ordre 3.
Séparé em trois parties indépendantes, il permettait aux candidats sérienx de montrer leurs connaissances en
algébre grace aux questions de cours. La plupart des candidats a done abordé cet exercice.

1. Bien traitde.
2. La question est souvent bien traitée par les candidats.
Certains candidats s’arrétent & 'inclusion @ Sp{d) < {1}.

3. Om reléve de nombreuses méthodes différentes pour Pinversibilité, dont beaucoup provoquant une perte
de temps, ce qui est dommage car la réponse pouvait tenir en une ligne avec la guestion précédente.
La diagonalisahilité a pen souvent &té traitée par le raisonnement par I'absurde, certains candidats ne
sachant conclure qu'avec la dimension des sous-espaces propres.

4. Le caractére C2 a été souvent montré de maniére correcte.
Rappelons que, lorsqu'une fonction emploie une racine carrée ou un logarithme, et quion attend une
dérivabilité ou un caractére C7, le correcteur attend expliciternent I'appel d’une composition en précisant
les bons intervalles.

5. Les étndiants ont souvent trouvé le bon coefficient, soit en appliquant Taylor-Young, soit en utilizant le
développement limité conmu.

6. Certains candidats développent : (a + b+ ¢)? = a® + & + &%

7. Le démarrage est parfois difficile & canse des erreurz sur a. On attendait précizément gue les éléves ne
confondent pas 1 et I3 en substituant dans le polvnome r par A.
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8. (a) Cette question, qui cherchait & vérifier la bonne compréhension de la représentation matricielle d'un
endomorphisme on de vectours, a été bien faite par environ deux tiers des candidats. Certains candi-
dats confondent I'éeriture en lignes/colonnes, entre vecteurs/eolonnes et environ un quart des candi-
dats a utilizé T au lieu de M. Le bilan est done asser négatif sur cette question.

i(h) Une proportion élevée de candidats faibles se perd autour de la notion de famille pénératrice. Les
candidats moyens et bons s'en sortent bien.

() Les candidats ayant compris 'exercice ont parfois bluffé pour obtenir la premiére colonne, méme avec
des caleuls faux dans la question 8(a).

(d) La question a été bien traitée par une large majorité de candidats. On attendait simplement 1'allusion
a une formule de changement de hasze.

9. (a) Les candidats ayant traité la question le font plutdt bien.

i(b) Certains candidats sont maladroits dans leur résolution de systéme, et ont des difficulté & formuler
une conclusion propre et concise.
10. Beaucoup voient Pidée attendue et trouvent les solutions, mais le raisonnement est souvent incorrect o

incomplet (ils n'arrivent pas 4 obtenir convenablement que ce sont les seules solutions)

11. Une proportion raisonnable de candidats traite convenabloment la question.

Exercice 2

Cet exercice d’analyse avait pour but d’étudier les extroma d'une fonction de denx variables. La partie A, qui
étudiait une fonction simple d'une variable, a &té maltraitée par de nombreux candidats, révélant de nombrenses
lacunes en analyse.

1. Trés pen pensent & préciser que a = 0. Le reste est bien fait.

2. La dérivation de la fonetion ¢ a été I'objet de fantaisies les plus diverses, laissant penser que 'étude des
variations d'une fonction n'est pas maitrisée par de nombrenx candidats.
Beaucoup de candidats étudient Péquation '(z) = 0 pour étudier les variations, le signe étant alors
« deving =».

3. Beaucoup de candidats perdent un temps considérable & étudier a < ‘/E = p{Tg) = 0, s'empalent dans
leurs caleuls, finissent par mal rédiger application du théoréme de la bijection.

4. Les candidats se perdent souvent dans des détails inutiles (qu'ils traitent mal, mélangeant les fonctions
A une et deux variables)

5. La dérivée de (zy)® est souvent maltraitée, ce qui se répercute dans les questions suivantes.

fi. Les candidats ayvant obtenn correctement les dérivées partielles promidres obtiennent assez naturellement
le résultat proposé,
Certaing candidats avant des dérivées partielles fausses truandent leurs caleuls pour parvenir tant bien
que mal an résultat demandé. Ces tentatives vaines sont souvent grossiéres, reperdes facilement par les
correcteurs, ot donne un a priori nératif sur les futures questions du candidat pour lequel Fhonnéteté est
remise en doute.

7. Certains candidats, méme trég bons, ne voient pas le liem entre la question 3 ot la question 7. Mais parmi
conx n'ayant pas abordé la question 3, beanconp ont pu démontrer la premiére partie de la question, ce
qui montre une bonne lecture de Pexercice.

8. De méme qui la question 5, les calenls étajent élémentaires mais les erreurs pouvaient se répercuter dans
les questions suivantes.

9. 11 est toujours du plus manvais effet de voir des candidats tenter d’escroquer le correcteur, et parvenir &
simplifier magiquement un résultat faux en le résultat qu'il est demandé de démontrer.
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10. De trés rares copies mentionnent que Xy et X2 sont non nuls pour affirmer que ce sont des vecteurs
propres, ces copies ont alors été récompensées. Un nombre conséquent de candidats ne simplifient pas
— 22?"'? - azz?"'z ni méme —mzzf“'z + mzz?"'?.

11. Pen de candidats ont le recul nécessaire pour 'étude de signe. Les candidatz ayant au moins énoncé
le théoréme du cours et la conclusion en fonetion du signe des valeurs propres (sans Paveir forcément
déterming explicitement) ont été valorisés.

Exercice 3

L'exercice 3 avait pour objet d’étude une suite de variables aléatoires discrétes, pour en étudier la convergence
en loi, donnant occasion de vérifier la bonne maitrise du logiciel Scilab.

Partie A

1. Une moitié seulement des candidats a reconnu la loi uniforme, mais Pespérance était alors mal connme.
2. (a) Bien traité par de nombreux candidats, mais pas forcément arguments.
(b) Bien traité par de nombreux candidats.

{c) Comme souvent, certains candidats bluffent, et proposent un raisonnement hasardeux qui tomber par
magie sur le bon résultat. Ces candidats sont alors systématiquement sanctionnés,

3. Peu de candidats ont vu qu'ils pouvaient utiliser lez résultatz démontrés dans la question 2.

4, Comme & la question précédente, peu sont ceux ayant compris comment utiliser la question 2 pour
obtenir sans caleul les résultats. En revanche, beancoup de rajzonnements ont 6té correctement mends
pour (re)-trouver les valeurs de P({T; = 2) et P(T3 = 3), malgré la perte de temps que cela occasionnait.

Partie B

5. Peu ont obtenu le bon résultat. On attendait une discussion bréve sur les valeurs extrémes possibles de
Sk(2).

6. (a) La question, qui était ici surtout pour guider les questions suivantes, a été hien traitée
(h) Seules les bonnes copies abordent la question, et répondent bien dans I'ensemble.

7.(a) Beancoup tentent de prendre les points de cette question de cours, mais certains remplacent la somme
par un produit.

(h) Quelgques récurrences sont rencontrées, quelques sommes télescopigues repérées. Les candidats ont
aouvent sauté la question.

() Cette guestion a souvent été traitée, méme lorsque les guestions précédentes avaient été sautées. La
plupart des récurrences dtaient correctes ot hien rédigées.

8. (a) L'égalité est souvent devinée par les bonnes copies, mais seule une implication n'est justifiée en
méméral.
(b) Peu abordé.
9. La question est rarement abordée,

10. Beancoup essaient d’obtenir les points & cette question. Parmi ceux qui essaient sérieusement, beaucoup
sentent ou savent qu'il faut faire attention avec les équivalents, mais nombreux finissent quand méme &
passer a l'équivalent dans exponentielle pour conclure.
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Partie C
11. Ceux qui ont eu le temps d’aborder cette question s’en sortent souvent bien. On remarque cependant que
beancoup de caleuls ont lien directement sur les sommes infinies comme 5°il ' agissait de sommes finies.
12. Rarement abordée.

13. Rarement abordee,

14. La plupart des candidats essaie, mais beancoup semblent écrire des instructions totalement an hasard.
Pen de candidats parviennent finalement A écrire les trois lignes correctes.

15. Trop peu de candidats répondent sériensement, ce qui est dommage, v la simplicité de ces deux questions.
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