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EXERCICE 1
Partie A
Pour tout couple de réels (z,y), on définit la matrice M (x,y) par :
3x —2x+2y 20—y
M(z,y)=| —x—y 4doe—-3y —2x+y

—2y dr —4y —ax+vy
On appelle E 'ensemble des matrices M (z,y) ou z et y décrivent R :
E={M(z,y), (z,y)cR*}.
On note A = M (1,0) et B = M(0,1).

1. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de M3(R). En déterminer une base et donner sa dimension.

2. Montrer que 1, 2 et 3 sont valeurs propres de A et déterminer les espaces propres associés. A est-elle diagonalisable ?

3. Déterminer une matrice inversible P de M3(R) dont la premiére ligne est ( 1 -2 1 ), et telle que :
1 00
A=PDyuP' ot Ds=|0 2 0
0 0 3

4. Déterminer P~ (faire figurer le détail des calculs sur la copie).

5. En notant X7, X5 et X3 les trois vecteurs colonnes formant la matrice P, calculer BX;, BX5 et BX3.
En déduire I'existence d’une matrice diagonale Dp que ’on explicitera telle que :

B =PDpP .
6. En déduire que pour tout (x,7y) € R?, il existe une matrice diagonale D(xz,y) de M3(R) telle que :
M(z,y) = PD(z,y)P".

7. En déduire une condition nécessaire et suffisante sur (z,y) pour que M (z,y) soit inversible.

8. Montrer que B? est un élément de E. La matrice A? est-elle aussi un élément de E ?

Partie B

On souhaite dans cette partie étudier les suites (apn)nen, (bn)nen €t (cn)nen définies par les conditions initiales ag = 1,
bo =0, c¢g = 0 et les relations de récurrence suivantes :

ap+1 = San + 4bn — Cp
bn+1 - _4an - 5bn +cn
Cn+1 = —6a, —8b, + 2¢,
Qn,
Pour tout n € N, on pose X, = bn,
C’IL

1. Que vaut X7

2. Déterminer une matrice C' telle que pour tout n € N, on ait :
Xn+l = CXn-
Déterminer ensuite deux réels x et y tels que C' = M(x,y).

3. Montrer que, pour tout n € N, X,, = C"Xj.
4. A Taide des résultats de la partie A, exprimer a,, b, et ¢, en fonction de n.
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EXERCICE 2
1. Pour tout n € N, on définit la fonction g, : [0, +oo[— R par :

(In(1 + )"

gn(z) = (1+x)?

, 1
(a) Etudier les variations de la fonction go, définie sur [0, +oo[ par : go(x) = Arae
x
Préciser la limite de gg en +00, donner I’équation de la tangente en 0, et donner I’allure de la courbe représentative
de 9o-

(b) Pour n > 1, justifier que g, est dérivable sur [0, +o0o[ et montrer que :
Va € [0, +oo], g(x) =20 < n>=2kn(l+ax).

En déduire les variations de la fonction g, lorsque n > 1.
Calculer soigneusement lim g, ().
Tr—+00

(c) Montrer que, pour n > 1, g, admet un maximum sur [0, +oo[ qui vaut :
n n
M= (5;)
" 2e
et déterminer lim M,,.

n—+oo

(d) Montrer enfin que pour tout n > 1 :

1
gn(x) = zﬁo+oo (1‘3/2)

—+00
I, = / gn(t)dt.
0

(a) Montrer que l'intégrale I est convergente et la calculer.

2. On pose pour tout n € N :

(b) Montrer que pour tout entier n > 1, 'intégrale I,, est convergente.

(c) A Paide d’une intégration par parties, montrer que :
YneN, Inyi=(Mn+1)I,

(d) En déduire que :
Vn eN, I, =nl

3. Pour tout n € N, on définit la fonction f,, par :

0 siz <0
Ve e R T) = 1 .
 fal2) — gn(z) siz =0
n!
(a) Montrer que pour tout n € N, f,, est une densité de probabilité.
On considere a présent, pour tout n € N, X,, une variable aléatoire réelle admettant f, pour densité.
On notera F,, la fonction de répartition de X,,.

(b) La variable aléatoire X,, admet-elle une espérance ?
(c) Que vaut Fy,(x) pour x <0etn e N?

(d) Calculer Fy(z) pour z = 0.

(e) Soit z > 0 et k € N*. Montrer que :

1 (In(1 +=))*

Fe@) = B (o) = -

(f) En déduire une expression de F,,(z) pour z > 0 et n € N* faisant intervenir une somme (on ne cherchera pas a
calculer cette somme).

Tournez la page s.v.p.



ECRICOME

(g) Pour z € R fixé, déterminer la limite de F),(z) lorsque n tend vers +oo.

(h) La suite de variables aléatoires (X, )nen converge-t-elle en loi ?

4. Pour tout n € N, on note Y,, = In(1 + X,,).
(a) Justifier que Y,, est bien définie. Quelles sont les valeurs prises par Y,, 7
(b) Justifier que Y;, admet une espérance et la calculer.
(c) Justifier que Y,, admet une variance et la calculer.

(d) On note H, la fonction de répartition de Y,,. Montrer que :
Ve e R, H,(z) = F,(e” —1).

(e) Montrer que Y,, est une variable aléatoire & densité et donner une densité de Y.

(f) Reconnaitre la loi de Yj. A Daide de ce qui précede, déterminer le moment d’ordre k de Yy pour tout k € N*.

EXERCICE 3

Dans tout 'exercice, X et Y sont deux variables aléatoires définies sur le méme espace probabilisé et a valeurs dans N.
On dit que les deux variables X et Y sont échangeables si :

v(i,5) €N’ P(X=dn[Y =) =P(X =jn[Y =]

Résultats préliminaires

1. On suppose que X et Y sont deux variables indépendantes et de méme loi.
Montrer que X et Y sont échangeables.

2. On suppose que X et Y sont échangeables. Montrer, a ’aide de la formule des probabilités totales, que :

VieN, P(X=i)=P(Y =1)

Etude d’un exemple

Soient n, b et c¢ trois entiers strictement positifs.
Une urne contient initialement n boules noires et b boules blanches. On effectue ’expérience suivante, en distinguant trois
variantes.
e On pioche une boule dans I'urne.
On définit X la variable aléatoire qui vaut 1 si cette boule est noire et 2 si elle est blanche.
e On replace la boule dans I'urne et :
* Variante 1 : on ajoute dans I'urne ¢ boules de la méme couleur que la boule qui vient d’étre piochée.
* Variante 2 : on ajoute dans I'urne ¢ boules de la couleur opposée a celle de la boule qui vient d’étre piochée.
* Variante 3 : on n’ajoute pas de boule supplémentaire dans ’'urne.
e On pioche a nouveau une boule dans 'urne.
On définit Y la variable aléatoire qui vaut 1 si cette seconde boule piochée est noire et 2 si elle est blanche.

3. (a) Compléter la fonction Scilab suivante, qui simule le tirage d’une boule dans une urne contenant b boules blanches
et n boules noires et qui retourne 1 si la boule tirée est noire, et 2 si la boule tirée est blanche.

function res = tirage( b , n )
r = rand()
e then
res = 2
else
res = 1
end
endfunction
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(b) Compléter la fonction suivante, qui effectue expérience étudiée avec une urne contenant initialement b boules
blanches, n boules noires et qui ajoute éventuellement ¢ boules apres le premier tirage, selon le choix de la

variante dont le numéro est variante.

Les parametres de sortie sont :

— x : une simulation de la variable aléatoire X
— y : une simulation de la variable aléatoire Y

function [ x , y ] = experience ( b , n , ¢ , variante )
x = tirage ( b , n )
if variante == 1 then
if x == 1 then
else
end
else if variante == 2 then
end
y = tirage ( b , n )

endfunction

Compléter la fonction suivante, qui simule 'expérience N fois (avec N € N*), et qui estime la loi de X, la loi

de Y et la loi du couple (X,Y).
Les parametres de sortie sont :

— 1oiXY : un tableau bidimensionnel & deux lignes et deux colonnes qui estime :

[ P[[."{ = 1| [1' = 1:] FI::.‘{ = 1: M 1 = 2]:
| P[[."{ = 2| [1' = 1:] FI::.‘{ = T: N 1 = i’]:
function [ loiX, loiY , 1loiXY ] = estimation(b,n,c,variante,N)
loiX = [ 0 , 0 1]
loiY = [ 0 , 0 1]
loiXY = [ 0 , 0 ; 0 , 0 1]
for k =1 : N
[x , y] experience( b , n , ¢ , variante )
loiX(x) = loiX(x) + 1
end
loiX = 1loiX / N
loiY = loiY / N
loiXY = 1loiXY / N

endfunction

Tournez la page s.v.p.
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(d) On exécute notre fonction précédente avec b =1, n =2, ¢ = 1, N = 10000 et dans chacune des variantes. On

obtient :
-->[10iX,10iY,10iXY] = estimation(1,2,1,1,10000)
LoiXY =
0.49837 0.16785
0.16697 0.16681
LoiY =
0.66534 0.33466
LoiX =

0.66622 0.33378

-->[10iX,1l0iY,10iXY] = estimation(1,2,1,2,10000)

LoiXY =

0.33258 0.33286

0.25031 0.08425
LoiY =

0.58289 0.41711
LoiX =

0.66544 0.33456

-->[1l0oiX,1l0iY,1l0iXY] = estimation(1,2,1,3,10000)

LoiXY =

0.44466 0.22098

0.22312 0.11124
LoiY =

0.66778 0.33222
LoiX =

0.66564 0.33436

En étudiant ces résultats, émettre des conjectures quant a 'indépendance et ’échangeabilité de X et Y dans
chacune des variantes.
On donne les valeurs numériques approchées suivantes :

0.33 x 0.33 =~ 0.11
0.33 x 041 ~0.14
0.33 x 0.58 ~ 0.19
0.33 x 0.66 ~ 0.22
0.41 x 0.66 ~ 0.27
0.58 x 0.66 ~ 0.38
0.66 x 0.66 ~ 0.44

4. On se place dans cette question dans le cadre de la variante 1.
(a) Donner la loi de X.
(b) Déterminer la loi du couple (X,Y).
(¢) Déterminer la loi de Y.

(d) Montrer que X et Y sont échangeables mais ne sont pas indépendantes.
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ESPRIT DE L’EPREUVE

B ESPRIT GENERAL
Vérifier chez les candidats I'existence des bases nécessaires pour des études supérieures

de management.

Apprécier I'aptitude a lire et comprendre un énoncé, choisir un outil adapté et I'appliquer

(théoréme)

Apprécier le bon sens des candidats et la rigueur du raisonnement.

B SUJET

Trois exercices indépendants portant sur les trois domaines du programme.

B EVALUATION

Exercices de valeur sensiblement égale.

B EPREUVE

Aucun document et instrument de calcul n’est autorisé,

Les candidats sont invités a soigner la présentation de leur copie, a mettre en évidence
les principaux résultats, a respecter les notations de I’énoncé, et a donner des

démonstrations complétes (mais bréves) de leursaffirmations.
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(oe]:{:{[c]:

EXERCICE 1

Partie A

1. On remarque que £ = {zA +yB. (z.y) € RQ} = Vect(A, B).
Ainsi F est un sous-espace vectoriel de Adg(R). dont (A, B) est une famille génératrice. Cette famille est

libre car A et B ne sont pas colinéaires. On en déduit que (A, 8) est une base de F, et done .

3 -2 2
2, Tout d'abord : A= -1 4 —2| et notons X =

€ Maa(R).
o 4 -1

[N = ]

r—y+2z=1x 2r—2y+22=10 I 1
AX =X = ¢ —r+dy—z=y = —r+3y—-2:=10 ‘:\{.,I—..Lr =X =r| -1
dy—z=1=x dy—2z2=10 *

1
Ainsl, 1 est bien une valeur propre de A et on Fq(A) = Vect (—l) .

—2
L ]
3r—2y+22=2r T—2y+22=10 ] _9
AX = 2X =— —r+dy—22 =3y — —r+y—22=0 = 32; == X = % 3
'19' —z=2z -'J_t,l' —32=0 Ir = —? - 4

-2
Ainsi, 2 est bien une valeur propre de A et on a Es(A) = Vect ( 3 )

3r—-2y+22 =3z —2y+2z=0 L 1
AX =3X = —r+dy—2z=3y = 4{ —r+y—2z=10 “::-{J:g_u e X =r|-1

dy—z=32 dy—4z=0

1
Ainsi, 3 est bien une valeur propre de A et on a Es(A) = Vect (—1)
1

3. On choizit une base de vecteurs propres en prenant les trois vecteurs propres précédents:

1 -2 1
Ainsi P = (—1 3 —1) . La formule de changement de base donne :
-2 4 -1

1 00
A=PDuP lavecDy= {0 2 0
0

(i 3
1

P1=11
9

4. Aprés calcul, on a

o B ]
-
e
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5, Calculons : BX1 =0, BXa = —Xa et BXg =—-X35.
On en déduit que Xy, X, X'y sont ézalement des vecteurs propres pour B (ear ils sont bien non nuls). On
a donc obtenu une base de vecteurs propres de B : B est diagonalisable dans la méme hase que A.
Les valeurs propres associées sont 0, —1, —1. Ainsi :

o 0 0
B = f"f.]'j_:rfl_i avec D=0 -1 0
o o0 -1

6. Soit (z,y) € B! conatMzuy=rA+yB = 1'.F-‘D,1P_] +yPDgP ' = PlzD4 + yi),r;}f-"l.
L] 0 0
En posant D(z,y) = Dy +yDp = |0 2z —y 0 ., on obtient : M{z,y) = PD(=z, yjf—‘_] avec
0 0 3r—vw
Dz, y) qui est diagonale.

. Soit [z, 4] € B!,

=]

Mz, u) est inversible <= D{=x,y) est inversible
= rZ02r—yZ03z—y#0

#. Calculons :
B? = PDrP 'PDgP!
= PDRP!

P(—Dg)P!
= —B

Comme E est un sous-espace vectoriel de AMs(R), on en déduit que —F € F donc .
De la méme fagon, A? = PDy P!
A e F e= J(r.u) e R, A% = M(z,v)
= J(r,y) e B2, D} = Diz.,v)

1=z
= 3{13;]51112:{ 4=2r—y
O=3r—vy
1=z
= 3(z.v) F_]RE:{ y=—2
uw=—6

Ce systéme n'a pas de solution : .

Partie B

1
1. Xg=1|0
0

3 4 -1
2, Pour tout m € M, on a X9 = CX, avec O = (—-1 -5 1 ) = M1,3).
-6 —8 2
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3 Pourm=0,oma v = I3, donc on a hien Xp = (.‘{'.‘fu.
Pour n = 0, supposons qu'on ait X,, = C™Xp. Alors X201 = OX, = O = O™Xp = C"H A,
*ar récurrence, on a donec que : WYn € M, Xno = C"Xo.

4. On obtient alors, pour n 2= 1 :

X, =C"Xy=(PD(1,3)P 1" Xy = PD(1,3)"P~' X

1 0 0 1 —2(—1)" 0y [1 1 —2(—1)"
=pPlo (-1 o)l P 'Xp={-1 31" of|1]=[-1+3-1)"
0 0 0 -2 4(-1p of \2 —2 + 4(—1)"

On en déduit :

ap = 1—2(—1)"
Vnel*, { b,=—1+3(—1)
n = =2+ 4(—1)"

La formule n'est pas valable pour n = 0.

EXERCICE 2
1

1+ =2
e gp est continue sur son en:;e)mhle de définition.
s go est décroissante comme composée d'une fonction croissante (z — (z + 1)) et d'une fonction
décroissante (u — 1/u).
o gpir) — OF .
I—100

1. (a) Pour z € Ry, goiz) =

o gy est dérivable et gf(0) = —2. L'équation de la tangente en 0 est done y = —2x + 1.
I 0 +0oa 14
L ] -I j.'
g0() \ —
0| of ;1

(b) Soit n € M* . g, est dérivable comme quotient de fonctions dérivables dont le dénominateur ne s’an-

nule pas.
n{ln{1 + =)™t — 2{In(1 + =)™
(1+x)3 '

Omn obtient pour = 2 0 : g/ (z) =

(In(1 + )t _
ﬁ =0,ona:

Comime glrz0e==nz2nfl+ 1|

Ainsi : g, est croissante sur [0, e™? — 1] et décroissante sur [¢™? — 1, 4o,

. (In(1 + z))™ . (In{ X)) . .
Deplus, lim ————— = lim ——5— = () par croissances comMparees.
T—++oo |_‘] —;‘I":I' Xa4oo X
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(e] Tracons le tableaun de variation de g, :

T 0 g2 _q +e0
() + o -
M,
Inlx) / \
1] 0
e a3 o em2 B N L) ( n )“
On obtient donc un maximum en ™= — 1 et Mp = ga(e™= — 1) = ez —(\ze) |
Caleculons  lim M, :
n—+ oo
iy n
M, = (;) = BXp (n In ;) n.—r_+?:h'_'
(d)
GnlT) ] 472 (In(z+ 1))" gra  (Im(z+ 170"
L = gulT).ree - < w(r4+l)t=
1__ Gnl ) T—++oo (r + I:I:L [ +1 [+ ]]|-."':L
=/ \ \
¢ i (In(z + 1))" . (In X )™ 0 . .
g —_— = —_— = Al CTOISSANCE ¢ Aree.
et lim EESILE k—]rn+'1 X172 PAr CTOSSANCE COMPATEE
. . 1
On en déduit que : |gelz)= o (ﬂ) .
: T—4foo | N
2. (a) Etudions Iy . Soit A = 0.
A A 1 1 A
pl(r)dr = —dr = [——— 1
/.; %o(z) /.; 1+z)? [ I—:-]D Ao
Ainsi, Jp est convergente et .
(B) ® g, est une fonction continue et positive.
) 1
[ ] = —_—
gnlx) .:—rffll--.-cu =2 )
+co
. [ —= est convergente.
; 2
+ oo +oo
On en déduit : [ Gn(z)dr est convergente et done [, = [ ol r)dr aussi.
J1 Jo
(c] Soit A =0.0Ona:
A A []I]Irl _J.:I:In.—]
Jpyi(x)dr: = [ — s
Jy st = [
; . A A
(In(1+ =)y~ A n(1 + )™
_ [‘_" TTr —] +n+1) / B0 e par PP
1+ o J0 [1 + x)

Par passage 4 la limite, on obtient : |In+1 =(n+ 1)1, | .
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(d) On a bien fy =1 =0
De plus, si on suppose I, =n!, alors [, = (n+ 1), = (n + 1)L
Ainsi, par récurrence on a bien : Vn € M, In = nl
3. (a) » fy est positive sur B.
e [, est continue sauf éventuellement en 0.

00
e [Vaprés la question précédente, [ fralx)de est convergente et vaut 1 d'une part, /.ﬂ falz)dr
40 o —oo

4o
converge et vaut 0 d'autre part, donc [ fa(z)dr converge et vaut 1.
—oo

Done f, est bien une densité de probabilité.
+oo
(b) X, admet une espérance si et seulement si f T fn(x)dx est absolument convergente.
—oo

r(n{l + =)  (In{l+x))"

Or, pour = = 0, |zfa(z)| = LOr, apartirde r 2 e— 1, on a

[1 + I‘}E —++oo T
. In{1 + =)™ 1 T dx . L.
In{1 +x) = 1, donc lorsque = — +oo, [I+]] = p et / — est divergente donc par critére
- - i

+oo
de comparaison puis d'éguivalence pour les fonctions positives, / |7 frix)|dr est divergente. On
J40
en déduit que X, n'admet pas d'espérance.
(c] Soit < 0etnz0,onaF,(z)=0

(d) Soit = > 0. On a { Fo(z) = 5 i;- _
(8] Soit » 206t ke M.
) T (In(1 + t})* (In(1 + t)1F]* [= k(In(1 + )1 (In(1 + z))*
oy [Fn0ee)k [ (n(l+o)k (et (nf S
k() [.:, K1+ 1)? BA+t) o Jo ~ K(1+1) Rtz |
(In(1+ )
Done : | Fi(z) — Fe_1(r) = —H

(f) En sommant, les relations précedentes pour & allant de 1 4 n, on obtient :

n

n # Wk PR
Falz) — Fa(z) = Z—M d'ott | Fyfr) = _Z (In{t +=))* 1

| 1 L] L
= EN1+x) = ENl+x)
E (1 + )y
g) Soit e BT . Ona: Z‘— — exp(ln(l+z)) =1+ Donc Fi(r) — —-1+1=0.
pr il E— 4o o kE—4oo
Pour r < 0,ona Fp(z)=0 — 0.
) k—+oo

(h) Comme la fonetion = — 0 n'est pas une fonction de répartition, (X, ),cn ne converge pas en loi.

4. (a) Comme X, prend ses valeurs sur R, ¥, =In(1 + X} est hien définie et prend ses valeurs sur B,
-0
Par le théoréme de transfert, ¥, admet une espérance si et seulement si [ In{1 + z) fu(x)dr est
o —oo

(b

absolument convergente. On a :

. In(1 4 x) fu(z)de =0 car f, est nulle sur B_.

of =0

Foe = (In(1 + x))"* Foe .
./t; Iln[1+r]fn[r]|dﬂf—_/|; Wdﬂf—[n'i'l)_/t; frst(z)dr =[n+1]
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Ainsi F(Yn) existe et | E(Yn) =n+1].

(e] ¥, admet une variance s1 et seulement s ¥, admet un moment d'ordre 2. Par le théoréme de transfert,
o
Y, admet un moment d'ordre 2 51 et seulement si j (In(1+x) ]Qj'nl_'J'jx est absolument convergente.

—D0

On a_:
. /.b In(1 + :r.']z_i"nl_'J']l}_c =0 car f,, est nulle sur B_.

o

]""": (In(1+ z))=+2
0 nl(1+z)?
o

(n+1)(n+ 2) frnea(zr)x
0
Ainsi E(Y;?) existe et E(Y,?) = (n+ 2)(n+ 1).

[ |In(1+ =) f(x)|x
Jo

On en déduit que V(Y,) = E(Y2) — (B(Y,))? :

(d) Soit e R .0Ona:
H.(z)=PY. <)
= Pln(1+ X,,) < 1)
= P(Xn = & — 1) car exp est croissante.
=F,(e*—1)
(e] DVaprés expression précédente de H, . on en déduit gue H, est continue sur B , C! sur B sauf
éventuellement en 0. Done ¥, est 4 densité et obtient une densité de Y, par dérivation :

g Ipn

halz) = e x fale"—1)= siz=0

1] ' S0
(f)} La densité de ¥y est :

.| eT sirzl
ho(x) = { ] sinon

On reconnait la loi exponentielle de paramétre 1. Sous réserve de convergence, le moment d’ordre &
de ¥y est donné par :

o
E(Yf) = f zFhy(z)dr

oo

+oc
=j ke Tdr
0

o
= j .‘f!hkljl'::'dJ'
i

+oo
- klhg(z)dz

[
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EXERCICE 3

Résultats préliminaires
1. Montrons que X et ¥ sont échangeables. Soit (1, j) € M2
P{X =i|n[¥Y =4]) = P{[X =i])P([Y =j]) car X et ¥ sont indépendantes
= P([X =i))P([¥ = i]) car X et ¥ ont la méme loi.
= P([X =4]n[¥ =i]) par indépendance

Ainsi, X et ¥ sont échangeables.

2, Montrons que X et ¥ ont la méme loi. Soit § & .

oo
PIX =i = Z P([X =in[Y = j]) car (Y = j)jen est un SCE
=0

Jln ¥ =d]jear X et ¥ sont échangeables

+oo
SILE
=0
= P(Y =1i) car (X = j);jcn est un SCE

Ainsi, X et ¥ ont méme loi.

Etude d'un exemple
3. (a)r t
function res = tirage ( b , n )
r = rand{ )}
if r< bf(b+n) then
ras = 2

alze

raes = 1
end
endfunction

:h’]l T
function [ = , y]= experiemce ( b , m , ¢ , wvariamte }
x = tirage { b , n }

if wvariante == 1 then
if x == 1 then
n = n+c
elza
b = b+c
end
glse if wariante == 2 then
1f x== 1 then
b=b+c
elza
n=n+c
end

¥ = tirage ( b , n )
endfunction
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(c])
function [ loiX , loi¥ , loiXY ]= estimationm ( b , m , ¢ , wariante , N }

loik = [ 0O , O]

loiY =L O , 01

leaY = [ 0 , 0 ; 0, 0]

for k =1:N
[ x . yl= experience ( b . n , ¢ , variante )
l1oiX  x ) = 1loiX ( x )+1
loiY ¢ y 3} = loa¥ ( y J)+1
loiX¥ ( x . v )= loiXY ( = , y )+l

end

loiX = loiX /N

loiY = loi¥ /N

loiX¥ = loiXY /N
endfunction

(d) ® Pour la variante 1, il semble que X et Y soit échangeables, non indépendantes.
# Pour la variante 2, il semble X et Y soient ni échangeables, ni indépendantes.

& Pour la variante 3. 1l semble que X et Y soient échangeables et indépendantes.

4. (a) IVaprés le protocole de lexpérience, on a : P(X =1) = i et P(X =2)= L
n+b A+ b
Y —1nY = 11— PIT — 1) e . ., m n+c
(b)) # PIX=1INn¥Y =1)=PX =1).Px(Y =1) = Py r———
« P(X=1NY =2) = P(X = 1).Pyoq(Y =2) = ——
’ ’ - b+nb+n+ec
b n
2 =2NY = = P =7 = " = = ——
s PIX=2nN% 1) = P(X =2).Py=a(} 1) I ra———
. b b+c
PIX=2NnY=2'=PIX=2)Pya¥Y =2)m — ——— .
* P ) \ J-Pr=al ) b+nb+n+c
(]
PY =1)= J”I:‘f’ =1NnX = 1::-+ P[T =1NniX= EII
_on n+c b n e
~“b+nbintec b+nb+n+ec (n+b)ib+n+ec) b+n
PY =2)= J”I:‘f’ =2NX = 1::- + P[T =2NX = EII

n b b b+c  HMnrn+e+h) b
b+n'b+n+ec bi+nb+n+c (n+b)(b+n+e) b+n
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n b
[ STE i - J._ = ahd =E.'-=——= J'_ :2 1Y = .
(d} On remarque donec : P(X = 1Nk Sy ra—— FPiX ) 1)

Ainsi| X et ¥ sont t'.*{:}mugt.*uh]eﬁ.|

n n+c
b+nb+n+ec

Par ailleurs, PIX =1n¥ =1) =

2
et PIX =11PY =1) = (L) . Résolvons :
i b+n

n n+c n O\’ n+c mn
b+nb+n+c - (h+n) = b—n—l—rrz b+mn
= (nt+ )b+ n)=nb+n+e)
= nb+n’ +ch+en=nb+n’ +ne
—ch =10

= c=0oub=20

Or cecl est exlu par hypothése, Ainsi | X et Y ne sont pas indépendantes,
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RAPPORT D’EPREUVE

Commentaires généraux

Rappelons quelques faits importants ;

e Une lecture préalable et attentive du sujet est nécessaire afin d’en comprendre la problématique et de
hiérarchiser les difficultés. Elle permet alors an candidat d’aborder le sujet par les exercices (et/ou les
questions) qui Ini sont les plus accessibles.

¢ Une copie soignée est ajppréciée.

¢ Une bonne connaissance des notions et résultats fondamentaux du cours est un prérequis indispensable &
la résolution correcte de nombreuses questions d'un sujet de mathématiques,

o Une rédaction correcte comportant des justifications convenables ainsi gue la vérification, ou au minimum
le rappel, des hypothéses nécessaires 4 Papplication d'un théoréme utilizé forment une part extrémement
importante de la note attribuée i toute guestion.

o Vérifier la vraisemblance et la cohérence des résultats obtenus par rapport aux résultats proposés,

o [aménagement des caleuls et des raisonnements afin d’obtenir impérativement les résultats proposés est
fortement sanctionné.

Rappelons que les questions informatiques sont assex larsement valorisées au sein du baréeme de Pépreunve
et que, prés des deux tiers des candidats v répondent de facon suffisamment satisfaisante.

Avec une moyenne de 11,00 et un écart-tvpe de 5,71, cette épreuve a permis une sélection tout A fait
satizfaisante des candidats.

Commentaires particuliers

Exercice 1

Cet exercice d'algébre linédaire avait pour but d’étudier un ensemble de matrices codiagonalizables, puis de
I'appliquer a I'étude de trois suites récurrentes linéaires imbriquées. Il permettait de vérifier la bonne maitrise
des concepts d’algéhre au programme, et les premiéres questions ont été dans 1'ensemble traitées par la plupart
des candidats.

I1 est regrettable que les candidats ne lisent pas vraiment 'énoncé des questions, et parfois =e lancent dans des
calculs longs et compligués, alors méme que des méthodes plus adéquates auraient été préférables s'ils avalent
pris la peine de bien lire la question posée, par exemple pour la question 2 de la partie A,

Partie A

1. Cette premiére question a dans Pensemble été malmenés par les candidats. Sa résolution n'étant pas
indispenzable pour la suite de l'exercice, cela n'a pas forcément géné les candidats pour la suite du sujet.
La majorité des candidats asouhaité démontrer la caractérisation des sous-espaces vectoriels par la stabilité
par combinaizon linéaire, souvent confondue avec la « linéarité », mais sans toutefols aboutir. Néanmoins,
lorsque les candidats avaient établi une famille génératrice de F, ils sont alors bien enclins a vérifier la
liberté de la famille pour achever la question.

2. Beaucoup de candidats ont cherché a4 trouver les valeurs propres de la matrice en étudiant la matrice
A — M, alors méme que le résultat était donné dans 'énoncé ; cela a souvent donné lien 4 de nombreusx
caleuls, souvent erronés.

Il est toujours regrettable que les candidats n'arrivent pas a formuler clairement les conditions suffisantes
de diagonalisation d'une matrice.
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=1

Ouestion bien abordée par une majorité de candidats. 11 est dommage que la condition sur la premiére igne
ait amené parfois & des erreurs de caleuls, par exemple la colonne propre (—1, 1, 2) devenant {1, —1, 2).

Les candidats utilisent souvent une méthode de résolution de systéme comme attendu dans le probléme,
Certains candidats appliquent la méthode de GaussJordan, mais e perdent dans leurs caleuls sans for-
cément aboutir méme en cas de bon démarrage. La matrice P étant souvent fausse, les calculs de p1
devenalent alors compliqués.

Les caleuls des BX; sont souvent réalizés, sans étre forcément interprétés. Peu de candidats ont fait le
lien avec la question 2 en mentionnant que la famille de vecteurs était libre (et non pas uniguement car il
s'agissalt de vecteurs propres).

Peu de candidats abordent la gquestion, et dans ce cas répondent de maniére assex confuse sans raisonne-
ment réellement abouti.

Le lien entre les matrices Mz, y) et Dz, y) n'est pas exploité. Une part non négligeable de candidats
indigque que les coefficients diagonaux de la matrice M {r, v} doivent étre non nuls.

e nombreux candidats ont traité cette guestion, méme sans avoir traité les précédentes. [ls ont calculé
avec succks les matrices A2 et B2, puis ont tenté de les écrire sous la forme M(z,y) en justifiant si cela
était possible ou non.

Partie B

2.

3.
4.

La majorité des candidats trouve la matrice ', puis posent un systéme linéaire pour trouver les réels x et
u demandés, mais peu raisonnenent pas équivalence en justifiant que (r,y) = (1, 3) convient pour toutes
les équations.

Les candidats ont pour la plupart raisonné par récurrence, et la rédaction était correcte en général.

La guestion est peu abordée, découlant des résultats de la partie A. Des candidats ont compris néanmoins
I'idée et ont écrit I'égalité M (x,y) = P[D[r,yjj“P‘l.

Exercice 2

Cet exercice mélant Analyse et Probahilités avait pour but d'étudier une suite de variables aléatoires &
densité, L'exercice était plutdt long et de nivean plus difficile et demandait du temps aux candidats désirenx
de 'aborder entiérement. Les résultats étajent donnés dans le sujet pour les questions plus délicates, ce qui
permettait d’avancer sereinement dans Uexercice en admettant certains résultats,

L'exercice a mis en valeur des problémes de caleuls en analyse, souvent diis 4 un mangque de rigueur. Les
candidats qui ont fait Peffort de bien apprendre leur cours pouvaient tout 4 fait gagner des points en appliquant
les bonnes démarches, méme sans forcément les aboutir.

L.

2r + 2 . —2r+2
T+ (z+ 1

{a) La dérivée de la fonction n'est pas toujours correcte, les étudiants confondant —

ce qui a amené certains 4 des variations fausses.

La limite était souvent correcte, de méme pour 1'équation de la tangente (dont Porthographe est
malheurenzsement souvent baffouée). Il est malheureux que certaines courbes laissaient penser 4 une
asymptote verticale en r = 0.

(b) Méme =1 beaucoup de candidats mentionnent la dérivabilité par opérations, il est attendu des candi-
dats gu'ils énoncent précisément qu'on a affaire & un quotient de deux fonctions dérivables dont le
dénominateur ne s'annule jamais.

La dérivée était difficile 4 calculer, die 4 la présence d'une composée multiple, mais plusieurs s’en
sortent convenablement. Le résultat étant donné pour les variations, certains candidats ont pu avan-
cer lorsqu'ils savaient résoudre 'inéguation présente dans 1'énoncé.

La limite n'a pas été étudiée trés rigoureusement. Les mellleurs candidats I'ont quand méme fait
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(c)

(d)

(a)

(b)

(c)

(d)
(a)
(b)

(c)
(d)
(e)
(f)

iz
(h)
(a)

(b)
()
(d)

(e)

(f)

souvent par changement de variable. Les étudiants utilisant éguivalent In{z + 1) S In(z) qui
—+

n'est pas expliciternent an programme, n'ont pas obtenu la totalité des points s'ils ne justifiaient pas
cet éguivalent.

Le calcul du maximum a été correct dans les copies qui avaient répondu correctement 4 la guestion
(k). Pour la limite, les candidats ont cru souvent reconnaitre une expression du type q" avec g réel
fixé. Il était attendu des candidats un passage i "écriture exponentielle avant de conclure.

La méthode est bien connue par les candidats (4 savoir montrer que le quotient tend wvers (), mais
g1 Mise en 0euvre a été peu réalisée.

La continuité est souvent oublige. La-encore on peut regretter gue beaucoup de candidats ne lisent
pas la question en entier avant de Paborder : certaing ont démontré la convergence avec un critére
de comparaison, puis ont caleulé Pintégrale, alors méme que I'intitulé complet de la question aurait
pu les puider vers une méthode plus rapide.

Les intégrales de Riemann sont mal maitrisées en ce qui concerne les bornes, un nombre non négli-

o 1
reable de copies indique que « / ﬁdr CONVETEE 3.
0 L

Le critére de négligeabilité n'est pas souvent bien énoncé, la positivité des fonctions en vigueur n'est
pas mentionnée, au mieux on cite un « critére de comparaison .

Il est rappelé que toute intérration par parties doit étre réalisée sur une intégrale sur un serment
d'aprés le programme. Les rares candidats réalisant une intégration par parties sur une intégrale
rénéralizée directement n’obtiennent ancun point 4 la question,
Il est regrettable que méme =1 certains candidats comprennent la nécessité de se ramener 4 un segment,
ils confondent alors I, = [ ]A - _[A

: ntl = |-« g g ---

Ouestion bien abordée par une majorité de candidats, souvent par récurrence.
COuestion bien abordée par une majorité de candidats. Les définitions sont bien connues.

Les candidats ont souvent la bhonne démarche et étudient la comvergence (absolue) de la bonne
intégrale.
Trés peu ont su aller au bout du raisonnement.

Réponse souvent donnée sans justification.
o =
Certains candidats ont confondu les intégrale f et f .
0 0

Cette question difficile a été résolue uniquement par certains rares candidats.

Suivant l'indication de 'énoncé, certains candidats ont compris qu'il fallait sommer la relation pré-
cédente, méme sans avoir répondu 4 la question (e).

Trés pen abordée.

Trés pen abordée.

Certains candidats confondent les variahles discrétes et continues, il n'a done pas été rare de voir gue
X(Q)=H.

COuestion hien traitée par les candidats avant abordée.

COuestion hien traitée par les candidats avant abordée.

Cette question a été abordée par un grand nombre de candidat, et a été globalement bien faite, méme
par des candidats de niveau faible.

La régularité de la fonction H, n'a pas été justifide lorsgu'elle était mentionnée. Les candidats ont
dans 'ensemble hien compris comment obtenir une densité de ¥, en dérivant H,,.

La loi est reconnue par sa fonction de répartition dans trés peu de copies.
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Exercice 3

Ce troisieme exercice a souffert de sa position dans le sujet et a été trés peu abordé par les candidats, alors

meéme qu’il était plutdt court. Les candidats ont sans doute manqué de temps aprés le deuxiéme exercice, ou
été surpris par les questions d’informatigue.
Rappelons encore une fois que l'informatique représente une part non négligeable du programme des deux années
de classes préparatoires. Les questions proposées dans les sujets sont souvent élémentaires et bien rémunérées lors
de la correction, ce qui doit encourager tout candidat & aborder les parties du sujet portant sur les connaissances
en Scilab. Il n'a pas été rare de voir des candidats de nivean plutot moven par ailleurs aborder 'exercice 3
raisonnablement, leur falzant ainsi augmenter considérablement leur note finale.

1. Cette question est souvent abordée par les candidats, mals pen ont hien compris les définitions proposées
par 'énoncé, ou encore confondent les indices § et § dans leurs caleuls.

2. La formule des probabilités totales est souvent évoquée, mais pas souvent écrite convenablement, les
candidats utilisant souvent des systémes complets d'événements finis.

3. (a) Les candidats ont souvent 'idée d’écrire < r £ ... > mais le membre de droite n'est pas forcément
correct.

(b) Les candidats ayant pris peine de comprendre la modélisation proposée par Pexercice ont su correc-
tement répondre 4 cette question et ont alors gagné des points.

(c) La ligne pour loiY est faite correctement mais peu ont compris la derniére ligne.
Il ¥ avait une erreur d'énonceé dans le sujet original (rectifiée dans le rapport) dans "écriture de la
matrice 1oiXY, erreur qui a peu perturbé les candidats, la plupart ayvant rectifié d’eux-mémes sur
leur copie.

(d) Les candidats ayant abordé la question I'ont fait avec suceés, sans forcément justifier leurs résultats,
giirement par mangque de temps.

4. Les candidats ayant traité cette question l'ont souvent fait avec succés, au moins pour les questions (a),
(b}, (c).
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